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1 Singularni razcep

Za matriko A € R™*" ranga r, kjer je m > n, obstaja singularni razcep A = UXVT,
kjer sta U € R™ ™ in V € R™ "™ ortogonalni, > € R™*" pa je diagonalna matrika
singularnih vrednosti, torej lastnih vrednosti A7 A. Ce razdelimo

r 0

0 o =%, VT

A= ]| N

] 1 Vs
kjer imata Uy in Vi r stolpcev, potem stolpci U; tvorijo bazo slike im A, stolpci Vo pa
bazo jedra ker A. Stolpci V so desni lastni vektorji A7 A.

Singularni razcep lahko uporabimo za ra¢unanje PSEVDOINVERZA. Ta je definiran kot
taka matrika AT € C" ", za katero velja AATA = A, ATAAT = AT, (AAT)H = AAT
ter (AT A)H = A+ A. Ce poznamo singularni razcep A, potem je At = UXTUH za
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Psevdoinverz matrike ranga 1 C = ab’ za vektorja a € R™,b € R, je oblike Ct =
ba™ /(||al|3 ||6]|2). Podobno, e lahko razcepimo C' = ABT za matriki polnega ranga A in

B, dobimo CT = B(BTB)~1(ATA)~1AT.

Psevdoinverz je uporaben za resevanje nedolo¢enih sistemov. Ce je A € R™*" ranga r,
potem je matrika, ki minimizira || XA — I,,||, in ima od vseh takih najmanjSo normo
| X||z, ravno X = AT,

1.1 Totalni najmanjsi kvadrati

Ce imamo dan predolo¢en sistem Az = b, obi¢ajno ig¢emo minimum ||Az — b||,. De-
jansko s tem resujemo Ax = r + b, kjer je ||r||, ¢im manjsi. Pri totalnih najmanjsih



kvadratih namesto tega iS¢emo popravek tudi v A, torej taki A, ZN), da je b€ imA in
[A,b] — [A, b]HF ¢im manjsa.

norma

V dobro postavljenem problemu bo b ¢ im A ter rang[A,b] = n, tako da je [A,b] ravno
matrika ranga n, ki najbolje aproksimira [A, b]. Ce naredimo singularni razcep [A, b],
potem bo naga resitev [A,b] = >, ojuv] = [A,b] — opy1uns1vl 4. Resitev sistema &

je tedaj enak vektorju v,41, skaliranemu tako, da ima na zadnjem mestu —1.

2 Obcutljivost lastnih vrednosti

Ce je \; enostavna lastna vrednost A, s pripadajo¢ima desnim in levim lastnim vektorjem
2, Yi, potem je OBCUTLJIVOST \; definirana kot
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Za ocenjevanje lastnih vrednosti imamo na voljo Gresgorinova izreka. Prvi pravi, da
lastne vrednosti A lezijo v uniji krogov
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Ce ta unija razpade na ve¢ povezanih komponent, je v vsaki komponenti toliko lastnih
vrednosti, kolikor krogov jo sestavlja. Pri ocenjevanju si lahko pomagas s podobnostno
transformacijo X AX ~!. Klasicen tip naloge je, da ima$ dan nek razred moznih X, ti pa
iS¢es vrednost parametra, kjer dobis ¢im bolj natanéno oceno za eno od lastnih vrednosti.
Pri tem moras le poskrbeti, da se ta krog ne bo dotaknil ostalih.

3 Simetri¢ni problem lastnih vrednosti

Najenostavnejsa metoda za racunanje lastnih vrednosti je poten¢na metoda. Ta izracu-

na le najveéjo lastno vrednost, potem pa lahko z uporabo HOTELLINGOVE REDUKCIJE
Ilyf
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daljujes s poten¢no metodo na B. Pri tem sta z;,y; desni in levi lastni vektor za A;. V
primeru simetri¢ne A sta enaka.

poisces Se naslednje; redukcija poteka tako, da izracunas B = A — Ay , in nato na-

Za simetri¢ne matrike je mozna tudi Householderjeva redukcija, kjer poisces zrcaljenje
P, za katerega je
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Potem poiscées lastne pare B. Ce je x lastni vektor za A za matriko B, potem dobis lastni
’LLTI'

vektor matrike A kot (y,z) za y = 3=




3.1 Rayleighova iteracija

Rayleighova iteracija je le poseben primer inverzne iteracije, kjer si v vsakem koraku

izberemo premik py = p(zx, A), resimo (A — ppl)yg+1 = 2k, in nato posodobimo zx1 =
Yk+1
lyrsall”

3.2 QR iteracija

Dano imamo tridiagonalno matriko 7. V vsakem koraku izberemo premik oy ter izra-
c¢unamo QR razcep Ty — o] = Qi Ry. Potem je Ty11 = RpQy + orl.

Obicajno vzamemo Rayleighov premik, o = p(en, Tk) = [Tk|nn. QR iteracija je ekviva-
lentna Rayleighovi iteraciji za zacCetni priblizek zp = ey,.

3.3 Deli in vladaj

Algoritem deli in vladaj je rekurziven. Simetri¢no tridiagonalno matriko T prvo razde-
limo na

_ T T
T = [ Tz] + b vv”,

kjer je v = e, +€m41. Potem problem rekurzivno resimo za matriki 77 in 75, da dobimo
T = QlAlQT in Ty = QQAQQQT. Za tem izra¢unamo lastne pare matrike

[Al ] + bpuu! = QAQT
Ag

za

u =

[Ql QQ] v,

Na koncu vrnemo A in

o= e

o)
Eden od korakov v postopku je izra¢un lastnih vrednosti matrike D + puu’, kjer je D
diagonalna in u vektor. Pri tem velja naslednje:

e Ce je u; = 0 je d; lastna vrednost in e; lastni vektor.

o Ce je u; = u;4+1, je d; lastna vrednost za u;e;41 + uit16€;.

¢ Ko odstranimo posebna primera, so lastne vrednosti resitve sekularne enacbe

u
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pripadajo¢ lastni vektor pa je (D — AI)~!u.



Namesto uporabe Newtonove metode v algoritmu f aproksimiramo z enostavnejso ra-
cionalno funkcijo. Za to lo¢imo vsoto na Clene, manjse od dj, in na clene, vecje od dy.
Potem aproksimiramo f(\) = 1+ phi(A) + pha(X), kjer sta

o — A
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hl()\) + Cll hg()\) + 0,2
doloceni tako, da se ujemata s pripadajoco vsoto in njenim odvodom v tocki x,. Potem
sta nicli h = 1 + phy + phe taki, da je le ena v intervalu (dgi1,dy); to vzamemo za

naslednji priblizek.

3.4 Bisekcija

Pri metodi bisekcije uporabimo LDL razcep, T — A = LDL", kjer je L bidiagonalna, na
diagonali ima enice, ostali elementi so na prvi poddiagonali. Matrika D je diagonalna.
Izkaze se, da je inercija, tj. stevilo pozitivnih in negativnih lastnih vrednosti, enaka za
T — Al in D; v koraku bisekcije prestejemo stevilo pozitivnih in negativnih diagonalnih
elementov D (ki jih izra¢unamo po enostavnem postopku, d; =a; — A in d, = a, — A —
b2_,/d,—1), ter glede na to Stevilo odlodamo, ¢e smo lastno vrednost preskocili ali ne.
Ce kje dobimo d; = —o0, to ni tezava; v parih (0, —o0) se pojavi natanko ena pozitivna
in natanko ena negativna lastna vrednost, in ju stejemo tako.

4 Posploseni problem lastnih vrednosti

Posploseni problem lastnih vrednosti je oblike Az = ABz. Pri tem lahko izra¢unamo
matriko C' = AB~! in pois¢emo njene lastne vrednosti; zaradi izgube simetrije pa to ni
dobra ideja. Raje uporabimo razcep Choleskega, B = VV7T (ée je B spd.), in resimo
V3AV Ty =X yzay=VTz.

Druga moznost je posplosena Rayleighova iteracija, kjer v vsakem koraku izrac¢unamo

v . . . T Az, “-
posploseni Rayleighov kvocient p(zy, A, B) = j’% sz, nato resimo (A — ppB)yr+1 = Bz
ke k
: : _ Ykt
In nastavimo z = =,
k4L = Tyl

Imamo tudi hujse posplositve, recimo polinomski problem lastnih vrednosti, kjer resuje-
mo P(A)z =0za P(A\) = Ao+ A1+ -+ \"A4,.
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