Kako se lotis: ANA2b
Patrik Znidarsic¢

Prevedeno 11. junij 2023

1 Fourierove vrste

Osnovna vrsta naloge je razvoj neke funkcije f : [—m, 7] — R v Fourierovo vrsto

FV(f)(x) = % + Z(an cosnx + by, sinnz),

n=1
kjer se koeficiente izracuna po formulah

an = — ! f(z) cos(nzx)dz, by, = % i f(z) sin(nz)dz.

Ce razvijas na intervalu [—a, o] namesto [—m, 7], namesto tega integriras

@ T 1 [¢ ™
n — — — d , bn: - i - d .
a ol f(z) cos(anm) x ol f(zx) sm(amc) x

Razvijanje v vrsto poteka ¢isto po postopku, lahko pa si pomagas z raznimi triki. Lahko
npr. izracunas integral
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ter nato vzames njegovo realno in imaginarno komponento.

Ce je funkcija soda oz. liha, si lahko prihrani$ nekaj ra¢unanja, saj bodo bodisi koeficienti
pred sinusi bodisi koeficienti pred kosinusi enaki 0. Pogosto se pojavi tudi naloga, kjer
imas dano funkcijo [0, 7] — R, in jo moras razviti v kosinusno ali sinusno vrsto (morda
pise tudi soda ali liha razsiritev). To je enak primer, kot ¢e bi bila funkcija definirana
na [—m, 7| ter soda oz. liha.

Vredno je omeniti, da razvoj v Fourierovo vrsto ne garantira enakosti povsod. Zunaj
intervala (—m, ) bo dobljena vrsta periodi¢na, na robu intervala pa bo vrednost enaka
povprecju vrednosti obeh vej. Bolj specificno; za odsekoma odvedljivo 2m-periodi¢no
funkcijo f velja

fet) + fla-) _a
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+ Z(an cos(nz) + by, sin(nx)).

n=1



Druga pogosta naloga je, da izra¢unas neko vrsto > -, a,, pri ¢emer je obicajno po-
dana funkcija, katere Fourierov razvoj lahko pretvoris v to vrsto, ¢e ga evaluiras v neki
pametno izbrani tocki.

Vcasih pride prav Parsevalova enakost;
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2 Vektorska analiza

Tri pomembne operacije v vektorski analizi so
e GRADIENT: V.u = (d,u, Oy, O u).
« DIVERGENCA: V- R = (X,,Yy, Z.).
e ROTOR: V X R=(Z, — Y., X, — Z,, Yy — X,,).

=

Operator nabla (V) si lahko mislimo kot vektor (9, 9y, 0;), vendar ga ne smemo obrav-
navati kot vektor; formula za dvojni vektorski produkt recimo ne velja za V.

Za smerni odvod funkcije velja dzu = V-3

Zaporedje operacij, kakor je napisano spodaj, je posebno; ¢e naredimo dva zaporedna
koraka, vedno pridemo do rezultata 0.

grad
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Divergenca rotorja je vedno 0, prav tako je rotor gradienta vedno 0. Divergenca gradienta
pa ni nujno 0, temve¢ je nov operator A = 92 + 85 + 02. Glede teh stvari imamo nekaj
novih pojmov:

o Polje u je HARMONICNO, ¢e je Au = 0.

« Polje R je POTENCIALNO, Ce je R = V.u za neko skalarno polje u. Razli¢éni poten-
ciali se med seboj razlikujejo za funkcijo, konstantno na povezanih komponentah.

e Polje R ima VEKTORSKI POTENCIAL, Ce je R=V x fza neko vektorsko polje f
« Polje R je IROTACIONALNO, Ce je VxR=0.
e Polje R je SOLENOIDALNO, Ce je V-RE=0.

Pogost tip naloge je, da dobi$ predpis vektorskega polja f = (X,Y, Z), ter moras do-
kazati, da je polje potencialno in poiskati njegov potencial. Naloge se lotis tako, da
predpostavis obstoj potenciala u, ter zapises enacbe

Ogu=X Ou=Y ou=Z.



Za enacbo, ki je najbolj preprosta, izracunas doloceni integral; recimo, da je to zadnja
enacba. Potem je u = [ Zdz + C.(z,y), kjer je C neka preslikava, odvisna od z in y
ter neodvisna od z. Ta predpis odvajas po y (ali x), primerjas s pripadajoco enacbo
zgoraj in zapise$ u = - - - + Cy;(x), kjer je C sedaj neka druga preslikava, odvisna le od
x (oz. y). Naposled to odvajas Se po zadnji spremenljivki, primerjas z enacbo zgoraj in
zapises rezultat.

Ce so v taki nalogi parametri (izracunaj a,b, da bo f;,b(x,y, z) potencialno), uporabis
dejstvo, da ima potencialno polje rotor vedno enak 0.

3 Krivuljni in ploskovni integrali

Osnovni nacin izracuna integrala skalarnega oz. vektorskega polja po krivulji ali ploskvi
je, da krivuljo (ploskev) parametriziramo, ter uporabimo ustrezno formulo;

// udS = // (s, t))V EG — F? dsdt = // ) |Fs x 7| dsdt

//RdS //R NdS = // (7) - (Fy x 7)) dsdt

Ce je krivulja sklenjena, se integral zapise s krogcem in se mu re¢e CIRKULACIJA.

Ce imamo za integral podano diferencialno formo, jo prevedemo formuli:

/Xda:—l—Ydy—f—Zdz:/(X,Y,Z)dF
r K

// Xdzdy + Ydaxdz + Zdzdy = / (X,Y, Z)dS
b)) P

Pri drugem primeru moramo paziti; Ce je kaksen od diferencialov napisan v drugem
vrstnem redu, ga obrnemo in dodamo njegovemu ¢lenu negativen predznak.

Ker v splosnem noces parametrizirati ni¢esar, si je za integriranje dobro zapomniti kakSen
trik. Ce imas potencialno vektorsko polje, je integral tega polja po orientirani krivulji
enak razliki med kon¢no in zacetno vrednostjo potenciala. Druga pomo¢ so integralski
izreki

Izrek. GAUSS Naj bo D omejena odprta mnozica v R, katere rob je sestavljen iz konc-
nega Stevila odsekoma gladkih ploskev, orientiranih z zunanjo normalo D. Potem je

integral polja R € C YD)
fp fas- ||| v Fav.
oD D



Izrek. GREENOVA FORMULA Naj bo D C R? omejena odprta mnoZica v ravnini, katere

rob je sestavljen iz koncnega stevila odsekoma gladkih krivulj, orientiranih pozitivno glede
na D. Za X,Y € CY(D) velja

Xdx +Ydy = // (Y, — Xy)dzdy.
oD D

Izrek. STOKES Naj bo ¥ omejena odsekoma gladka orientirana ploskev v R3, katere rob
je sestavljen iz koncnega Stevila odsekoma gladkih krivulj, orientiranih skladno s X. Za

R e CY(X) velja
}zf Rdr = // V x RdS.
0% b

Izreke lahko uporabljas tudi v neoc¢itno smer; ¢e imas za nalogo npr. izracun integrala
po neki nesklenjeni ploskvi, lahko to ploskev poljubno sklenes z eno drugo, ter uporabis
Gaussov izrek. Tedaj moras izracunati dva integrala, vendar je integral po izbrani ploskvi
pogosto lazji kot integral po dani ploskvi.

Ce ima funkcija na obmod¢ju, ki ga dolo¢ijo ti izreki, kak$no singularnost, se ji morda
lahko izognes tako, da jo “izrezes”; dodas$ sfero (kroznico) okoli singularnosti, ter to
uporabis kot rob obmocja.

3.1 Povrsine ploskev

Povrsina ploskve ¥, parametrizirane z 7: D C R? — R? je
[ il duo = [[ VEG= Foduto
D D

za E = |7 F =7, 7in G = |~

Za izracun povrsine grafa C'(D) funkcije f obstaja lazja formula:

//D m drdy.

Ce moras$ izracunati povrsino torusa s polmeroma 0 < a < R, lahko uporabis

P =2ma27R.

4 Kompleksna analiza

Funkcija f je HOLOMORFNA na D, ¢e je v kompleksnem smislu odvedljiva v vsaki tocki
D. Izkaze se, da so vse holomorfne funkcije razreda C*. Ce je f holomorfna na C, ji
pravimo CELA FUNKCIJA.



Izrek (Cauchy-Riemannov sistem). Naj bo f =u+iv: D — Cina=a+ib € D.
e Ceje f v kompleksnem smislu odvedljiva v o, sta u in v diferenciabilni in parcialno
odvedljivi v tocki (a,b). Velja
Uy = Uy, Uy = —Vg
v tej tocki.
e Ce sta u,v diferenciabilni v (a,b) in v tej tocki veljata zgornji enakosti, je f v o v
kompleksnem smislu odvedljiva.
Definiramo lahko 0, = %(6317 —i0y) in 0z = %(83,3 +1i0y).
Trditev. Ce je f diferenciabilna na D, je holomorfna na D natanko tedaj, ko je

of
95 = 0.
To je natanko tedaj, ko je v vsaki tocki o € D diferencial df, C-linearen.

Holomorfna funkcija je analiticna; za vsak a € D obstaja okolica, na kateri vrsta

[e.e]

Z en(z—a)"

n=0

konvergira. Uporabimo lahko orodja analize 1; vse vrste elementarnih funkcij konvergi-
rajo z enakim polmerom. V splosnem lahko izracunamo

1

~ lim SUp,, oo V/)cn|

Vrsta konvergira k holomorfni funkciji na K (a, R).

R

Pri razvoju vrste okoli «, je vcasih smiselno prvo narediti substitucijo w = z — «.
Uporabna je tudi formula za konvolucijo vrst;

(5] (£r) 5504

Funkcijo

) g,
fa =25 ece)

razvijes tako, da pogledas stopnjo pola v « (torej kratnost nic¢le « za ¢), in zapises

<

N

(c_nz™N + e ny12 q(z) = p(z).

Z definicijo kompleksnega logaritma je problem, ker e* ni injektivna (vsako vrednost
razen 0 doseZe neskonéno mnogokrat). Za logaritem si moramo izbrati nek poltrak od



0, na katerem ne bo definiran; obiCajno izberemo pozitivno ali negativno realno polos.
Vedno velja
Inw = In|w| +iargw,

kjer je nabor vrednosti za argw poljuben interval dolzine 27. Ce logaritem izberemo
tako, da ni definiran na negativni realni polosi, velja argw € (—7, 7).

Pri obravnavi funkcij, ki vsebujejo z%, moramo biti previdni in upostevati definicijo;

L — ealnz.

4.1 Kompleksni integral

Krivuljni integral zvezne funkcije f : v — C je definiran kot
6 . ..
[ fG1d= [ s + i)
vy «

za C' parametrizacijo z(t). Ce je f = u + iv, je to enako

/f(z)dz:/udfc—vdy+i/udy+vdx.
v v gl

Zanimiv je integral f(z) = Z po omejenem obmodju s kosoma gladkim robom; velja

/ zdz = 2iP(D),
oD

kjer je P(D) plos¢ina D.

Za funkcijo F', holomorfno na D D 7, velja

[ @z = F(3) - Pla,
i

kjer sta « in § zacetna in konc¢na tocka .

Izrek (Greenova formula). Naj bo D°® C C omejena odprta mnoZica z odsekoma glad-
kim robom, sestavljenim iz koncnega Stevila odsekoma gladkih sklenjenih krivulj, orien-
tiranih pozitivno glede na D. Naj bosta f,g € C*(D). Potem je

F(2)dz + g(2)dz = 2i //D (9= — 0.9)(=)dudy.

oD

Posledica. Za enake predpostavke in f € O(D) velja

f(z)dz = 0.
oD



Izrek (Cauchyjeva formula). Naj bo D°¥ C C omejena odprta mnoZica z odsekoma
gladkim robom, sestavljenim iz koncnega Stevila odsekoma gladkih krivulj, orientiranih
pozitivno glede na D. Naj bo f € O(D) in f € C1(D). Naj bo o € D. Potem je

fla) = L Mdz.

S 2mi Jop 2 —«a

S kompleksnim integriranjem lahko izracunamo tudi nekaj realnih integralov; ¢e imamo
funkcijo f(z) = F(sinz,cosx,x), zamenjamo pojavitve kotnih funkcij z ¢%*, pojavitve
x pa z z; tako dobimo funkcijo g(z). Sedaj si izberemo tako domeno, da bo g na njej
holomorfna, in da bo po vlecenju limit del robu prekril Zeleno realno obmocje. Pogosto
izberemo polkrog v zgornji polravnini, ki mu po potrebi izrezemo manjsi krog okoli tocke
0. Zgornji rob tedaj ponavadi konvergira k 0 za R — oo, kar pokazemo z oceno absolutne
vrednosti. Pri tem sta uporabni dejstvi

iR = giRcosgo—Rsing, la+b] = ||a| — [b]|.

4.2 lzolirane singularne tocke

Funkcija, ki je holomorfna na D\{«a}, ima v « izolirano singularno tocko. Velja ena od
naslednjih moznosti:

e Tocka « je odpravljiva singularnost; f lahko razsirimo do holomorfne funkcije na
D. To se zgodi natanko takrat, ko obstaja prebodena okolica tocke «, na kateri je
f omejena.

e Tocka « je pol stopnje n. To se zgodi natanko tedaj, ko je

lim | f(z)| = oc.

zZ—x

V takem primeru obstaja okolica U tocke «, da na U\{a} velja

za neko g € O(U).
o Tocka « je bistvena singularnost. Obnasanje najbolje opise veliki Picardov izrek.

Izrek (Veliki Picardov izrek). Naj bo f holomorfna na prebodeni okolici tocke a.. Funk-
cija f ima v a bistveno singularnost natanko tedaj, ko f zavzame vse vrednosti v C,
razen morda ene, neskoncno mnogokrat v vsaki prebodeni okolici tocke c.

Za dolo¢itev tipa singularnosti si pogledamo Laurantovo vrsto v okolici . Ce ima vrsta
vse negativne indekse nicelne, je o odpravljiva singularnost. Ce ima le konéno mnogo
negativnih indeksov, je a pol. Sicer je bistvena singularnost.

Trditev. Vsaka cela holomorfna funkcija, ki ne zavzame dveh vrednosti, je konstantna.



4.3 Holomorfne funkcije

Izrek (Louville). Naj bo f € O(C) cela funkcija. Denimo, da obstajata ¢ >0 inn € N,
da za vsak z € C velja |f(2)] < ¢(1+ |z|"). Potem je f polinom stopnje najvec n.

Izrek (Princip maksima). Naj bo D C C omejena odprta mnoZica. Naj bo f holomorfna
na D in zvezna na D. Tedaj je maxy |f| = maxap | f|.

Izrek (Princip identi¢nosti). Naj bo D obmocje in A C D podmnoZica s stekaliscem v
D. Naj bosta f,g € O(D), in naj velja f =g na A. Tedaj f = g na D.

Princip identi¢nosti lahko uporabljamo pri doloé¢itvi holomorfnih funkecij. Ce imamo
neke podatke o obliki funkcije, in lahko izrazimo

[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y),

potem lahko uporabimo izrek za A = R in g = f(x,0); zapiSemo predpis za funkcijo z
y = 0, ter zamenjamo vse x z z.

Ce je f = u + iv holomorfna, velja Au = Av = 0.

Naj bo A C D°%¥ diskretna mnozica. Funkcija f : D\A — C je meromorfna, ¢e je
holomorfna, in ¢e ima v vsaki tocki A pol. Vsaka meromorfna funkcija je oblike 5, kjer
sta f, g holomorfni na D.

Naj bo f holomorfna na prebodeni okolici tocke a. Residuum f v « je ¢len a_q v razvoju
v Laurantovo vrsto.

Izrek (Izrek o residuumih). Naj bo D omejena odprta mnoZica z odsekoma gladkim
robom, sestavljenim iz koncnega stevila odsekoma gladkih sklenjenih krivulj, orientira-
nih pozitivno glede na D. Naj bodo ay,...,any € D in f € O(D\{a1,...,an})N
CY(D\{a,...,an}). Potem je

1 N
— f(z)dz = Z Res(f, a;).

21 oD i1

Residuum lahko izracunamo tudi na lazji nacin; ¢e je « pol stopnje N za f, je

1 dN—l

Res(f, a) = (N —1)! Zh_r)%é dzN—1 ((z — a)Nf(z))

Za N =1 je ta formula Se posebej uporabna;

Res(f,a) = lim (2 — a) f(2).

zZ—Q

Pri visjih polih in bistvenih singularnostih se obic¢ajno bolj splaca pogledati Laurantovo
vrsto.



Izrek (Princip argumenta). Naj bo D C Q omejena odprta mnoZica, 0D kot v Ca-
uchyjevem izreku in f meromorfna na Q. Denimo, da f nima nicel na 0D. Potem
je

1 f'(z)

2mi Jop f(2)

kjer sta Ny in Py Stevilo nicel in polov f na D, steto s kratnostjo.

dZ:Nf—Pf,

Izrek (Rouche). Naj bo D C Q omejena odprta mnoZica in 0D kot v Cauchyjevem
izreku. Naj bosta F, f € O(Q) in naj velja |g(2)| < |f(z)| na 0D. Tedaj imata F in
F+ f na D enako nicel, steto s kratnostjo.

Izrek uporabis, ¢e moras dolociti Stevilo nic¢el polinoma na nekem krogu. Pogledas, kateri
¢len je na robu kroga najvecji, in ocenis, da je strogo vecji od vsote ostalih. Potem ti ta
doloca, koliko nicel je v tem krogu. Kolobar obravnavas kot dva kroga.

Izrek (Odprta preslikava). Naj bo D obmocje v C in f : D — C nekonstantna holo-
morfna funkcija. Potem je f odprta preslikava.

Izrek (Obstoj logaritma). Naj bo D zvezdasto obmocje in f € O(D) brez nicel. Potem
obstaja g, da je f = e9.

4.4 Mobiusove in konformne preslikave
Avtomorfizmi CP! so oblike

az+b

cz+d’
kjer velja ad — bc = 1. Te preslikave slikajo mnozico premic in kroznic v C' v mnozico
premic in kroznic v C; ne slika pa se premica nujno v premico ali kroznica nujno v
kroznico. Premice v C lahko obravnavamo kot kroznice v CP! skozi totko oc.

Preslikava je konformna na D, ¢e v vsaki tocki @ € D ohranja kote in orientacije kotov;
formalno, ¢e obstaja ¢ € [0, 27], da za vsak 6 € [0, 27 velja

fla+re?) — f(a) ip if

lim =e%e”.

rl0 [f(a+re?) — f(a)]

Holomorfna funkcija, katere odvod je razlicen od 0 v vseh tockah D je konformna na D.
Obratno velja, ¢e ze vemo, da je f diferenciabilna.

Ce za odprti mnozici D, C C obstaja biholomorfna preslikava f : D — Q (holomorfna
bijekcija s holomorfnim inverzom), pravimo, da sta mnozici konformno ekvivalentni.
Riemannov upodobitveni izrek pove, da je vsako enostavno povezano obmocdje, razlicno
od C, konformno ekvivalentno enotskem disku. Vcasih naloga zahteva, da to pokazes.
Obicajno je to najlazje narediti tako, da prvo najdes ekvivalenco v zgornjo polravnino,
na njej pa uporabis

7iz+1
iz —1

fo(2)



Da pricaras preslikavo v zeljen (ali manj nezelen) prostor, si izberes tri tocke, in kam jih
slikas. Resis sistem enac¢b za a,b, ¢, d za preslikavo v Aut CP!, in pogledas, kam se tvoj
prostor slika. Pomagas si z dejstvom, da te preslikave ohranjajo kote.

Uporabis lahko tudi preslikave tipa
z > 2Pl4,

pri ¢emer mora$ biti pozoren, da izrezes nek del ravnine za logaritem. Trak D = {z €
C|Imz € (0,7i)} lahko slikas v zgornjo polravnino z f(z) = €”.

Ce prostor ze od zacetka ni bil homeomorfen disku, ni upanja, da mu bo konformno
ekvivalenten.
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